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. La fonction exponentielle népérienne f(x) =e":
a. Activité :
_ _ o f:]040[ >R
On considere la fonction f définie par :
x> f(x)=Inx

1. Est-ce que la fonction f admet une fonction réciproque f= ?
Vocabulaire et notation :

=g

fonction réciproque f™ de f est appelée la fonction exponentielle népérienne (ou la fonction
exponentielle , on note f'= exp ou fl=e.

c. Définition et propriété :
f :]0, 40 > R
La fonction f définie par : est continue et strictement croissante sur
x> T (X
1 Pintervalle ]0,+oo] d>ou f admet une fongié broque ', on ’appelle fonction exponentielle A
. 1 f=exp: R —]0,+oof
népérienne et on la note par : f— =exp ou f~ =eavec :
x> 7 (x) = exp(X)
d. Conséquences :
« La fonction exponentielle népérienne ™ =exp ou f™ =e est continue et strictement croissante sur
R et la courbe de f et f™ .sont symétrique par rapport & la 1%'¢ bissectrice ( 1a droite d’équation
(D) :y=x
« VxeR , exp(x)>0.
exp(x)= x=1In
» Relation entre f(x) =In(x) et f*(x) =exp(x) est p(x)=y =N (y)
xeR y>0
e Ona: Vxe|0,+oof :fof (x) =x < (f(x)) = xdonc
Vx€]0,400[ , expeln(x)=x< exp(ln(x)) =X
eOna: VxeR:fof?(x)= x<:>f(f‘l(x))=xdonc VxeR , Incexp(x)=x< In(exp(x)): X
e. Nouvelle notation :
¢ On sait que : (1) :VreQ,rzln(er) d’ou w
” ()evreQ, xp(r)=exp(|n(er))<:>‘v’r e Quexp(r)=e" °

(]
On obtient : VreQ: exp(r) =e¢ par conséqun grolonger ce résultat a tous les nombres reéels X. [l

d’ou 1a nouvelle notation : VXeR: exp(x) =e'\

f==exp : R — ]0, +oof 4
Donc :
ﬂ x> 7 (x) =exp(x) =¢* y

e
-1-
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f. Propriétés :

L y=¢* . X =Iny
xeR y>0

2. VabeR:a=b<e?=¢" et Va,b

et Wx>0:e"

ca<bee?<e.

XERZ|n(eX)=XetVXER,eX>O. )

g. Exemples:
1l e€=3=0=¢e"=3
< x=In3
2 ") 204 et In(e‘13) —-13.

3. Résoudre dans R Péquation suivante ™ ="’

Ona: e =" & x+3=2x+7 < Xx—4

Ensemble des solutions de I’équation est S = {—4} .

4. Résoudre dans R Pinéquation suivante : e**' <e®~2,

Ona: et <% 2 s x+1<6x=2
& —5x <=3

3
S X>—
5

3
& X e |=,+0
5
. o 3
Ensemble des solutions de I’inéquation est : S = g ,+oo| .

2
5. Ensemble de définition des fonctions : f(X) =— et g(x) = NY
e

e xe D, <e*#0 ceci est vrai quelque soit xde R car e*>0 donc D, =R .
e Xe D; < ¢e* >0 onsait quelque soit xde R ona e*>0donc D; =R .
il Propriétés algébriques :

a. Propriétés :

Soient aet bet xdeR et reQ ona:

propriétés Exemples propriétés Exemples
r
eX = eI’X
e.51+b =g xeb e’ —e* xe /1_\ ( ) (ex)3 — e3x
(r € Q)
1 1 1 1
-b -2 = Z(x=3
e = e_b e - = e_2 \/ ,ex =e2X eX—3 =ez(x )
a-b ea 5 e7 N 1(2+2x)
e = e_b e’ = e—z 3 X —e3 3fp2+2x _ a3
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b. Preuve : pour e*® =¢®xe”.

Onpose: A=e*" et B=exe"
Ona:
A=e" & In(A)= In(ea"b)
<In(A)=a+b , (1)

Et: B=g"xe" <:>In(B)=In(eaxeb)

< In(B)= In(ea)+ln(e'°)

<In(B)=a+b . (2)
D’aprés (1) et (2) on obtient : In(A)= In(B) donc A=B c.ad. e™ =e®xe".
ath _ oa

Conclusion : € b

Remarques :

xe

[

2 3
. e"xexz(ex) =e* et exxe"xe"z(ex) =e%.
X X X X n nx
o £¥xe*x---xe =(e ) =e™
%—J

« f(x)=e"” , xeD, & xeD,

REE. Limites :
1 lime*=0" lime* =+ F
X—>—0 X—>+a0

1 lim x xeX=0" lim x” xe* N X -1 {
X—»—c0 X—>—0 lim =1
~ x—>0 X °

[ ]
. e e .
l lim — =+ lim —=\+sou'/r/eN

a. Exemple:
2X
o lim—:
X—>+0 X
2X X X X
\ ) . e . e'xe .. e
19 méthode : lim =—= lim = lim —xe&* =400
X=—>+00 X X—>+00 X X=—>+00 X
2X 2X
2ieme méthode : lim —=lim —
x>+ X x40 2X
t
. e
= lim—(t=2x; X > +0 =t — +x)
t>+0
= 400
. e¥+2x
e lim 3 :
X—>+a0 X
. ef+2x . et 2 . eX .2
Ona: lim———=Ilim —+— =400 (car lim—=+40et lim—=0)
X—>+00 X X—>+00 X X X—>+00 X X—>400 X
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WV. Dérivée de la fonction f (x) =e* et f(X)= '),

a. Théoréme :

I | la fonction f(x):eX est dérivable sur R eé)}k :(e")':eX . l I
b

Preuve :
On pose : f(x) =In(x) et f~(x) =exp(x) .

La fonction f est dérivable sur ]O, +oo[ et sa fonction dérivée est f (X) = — qui ne s’annule pas sur
X

]O, +oo[ donc sa fonction réciproque ™ est dérivable sur f (]O +oo[) =R et

)= f'of}l(x) ) f(le) =%=ex,

vxeR: (ex)'z(f‘l)

Conclusion : Vxe]R:(eX)'=ex .

Théoréme :

Si la fonction u(x) est dérivable sur un inte ors la fonction f(Xx) = e"() est dérivable sur |

sa fonction dérivable est f*(X) = [eu(x):l =u

O —

Exemple :

5x°+3x

Soit la fonction f(x)=¢e

Ona: f'(x)= |:e5x3+3x} '=(5x +3x) %™ = (15X + 3) .

e. Remarque:
Les fonctions primitives de la fonction g(x)=u' (X)e“(x) sont les fonctions de la forme
G(x)=e“(x) +c ; (ceR).

. Exemple:

3x%+1

2 1
3+ sont les fonctions de la forme F(x) = ge +C

On détermine les primitives de la fonction f(X) = x.e

V. Etude de la fonction f(x) =€ :
Tableau de variation de f :

La courbe représentative de f
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W,  Fonction exponentielle de base a avec a e 0. U1+ :

Définition :

a.
f Soit a€ J0,1[ U 1,40 . H
H La fonction définie par : Vx>0, log, (X) = t continue et strictement monotone sur ]O, +oo[

(]
e
(]
m elle fonction exponentielle de base a et définie p l]
y

donc elle admet une fonction réciproque f*
f* : R—>]0,+o[

x> £ (x) = exp, (X)

b. Nouvelle notation :
eOna:

1 (x)=yef(y)=x
< log, (y)=x

In(y) _ y

In(a)

< In(y)=xIn(a)

xIn(a)

<~

oy=e
Dot f7*(X) =exp, (x) =e*"

r
eIna

e Onprend x=reQ ona: f*(r)=exp,(x)= efina _ =a' d’ou : exp,(x)=a".

e On prolonge cette écriture pour tous les nombres réels x de R on obtient Vxe R , f‘l(x) = exlna =a*.
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e Conclusion :

foree (O

# [ ] [ ] [ — ]

C.

3

(I

=

Exemple :

1 X
5X :exln5 et (g) :e—xln5 et 10% :exlnlo_
Remarques :

e Pourtoutxde R ona: Ioga(ax)zx.

loga(X) .

e Pourtout x>0 ona: a X.

e Pour toutxde R ona: 10 =y < x=Lo
Conséquences :

Soit ae ]O,l[u]l, +oo[ et la fonction f(x)=a" = exIna.

1. Lafonction f est continue et dérivable sur intervalle R .

2. [f(x)]'=(ax)'=(|n(a))xexma=(In n.
3. D’ou le signe :[f(x)]':(a"):(ln(a)) gne de Ina.
o O<a<lalors f(x)=a* =eXIN2

exlna

ea>1alors f(x)=a* =

Propriétes :

La courbe représentative de f(x)=a* avec ae]0,1[ U]1,+od[ .
1 1Y
Cas O<a<lonprend a= > donc f(x) =(§) .

Cas a>1 onprend a=2 donc f(x)=2%.

strictement croissante d’ou : V(X,y) e R*:a* <a’ & x>vy.

strictement décroissante d’ou : V(X,y) e R’ :a* <a’ & x<y. i

I}

I—
( ] [ ] # ‘-.—0 #

|
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h. Exemple:

3
1. Ecrire la fonction f(x)=3"""%

2. Calculer : limf(x) et lim f(x) .

X—>+0 X—»—00

3. Calculer : f' lafonction dérivée de f .
Correction :

1. Onécritlafonction f :

3_
Ona: f(x)=3""%=e
2. Les limites :

en fonction de la fonction exponentielle népérienne .

(x3—x)ln3 .

o limf(x)= lim e ™™ = o0 car lim

X—>+00 X—>+00 X—>+00

(x3—x)ln3=+oo et lime'=+w.

t—>+o

o lim f(x)= lim " ™" =0 car lim

X—»—00 X—>—00 X—>—00

(X3—X)|n3=—oo et lime'=0.
t——0
3. Dérivée :

Ona:d=f'(x)= (e(xs_x)m)' = ((x3 ~x)In 3)' xel e ((3x2 ~1)In 3)xe(xs'x)'"3.
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